
 
Woche 7

Berechnung der fundamentalen Unterräume 4 3

Berechnung eines Vektorraums z Berechnung einer Basis

Heute für

A Spaltenraum einer Matrix A IR

Im A Bild

R A AT Zeilenraum von A

N A Nullraum

LN A N AT Linker Nullraum

Werkzeug Gauss Jordan Elimination

Theorem 4.25 Sei AE IR Ro in REF in ja Jr

das Resultat von Gauss Jordan auf A Dann gilt A

hat unabh Spalten Irina Jr und diese bildeneine
Basis von A Folglich gilt dim AI r rank A

Beweis Die unabh Spalten sind eine Basis von A

Lemma 4 17 Mit Gauss Jordan bekommen

wir ihre Positionen Ir Lemma 3.22



Zeilerraum R A AT IR

Lemma 4.11 angewendet auf At RCA ist ein

Unterraum von IR Basis kann durch Gauss Jordan

auf AT berechnet werden aber es geht auch mit

A Ro die wir schon gemacht haben

Lemma 4.27 Sei A eine min Matrix M eine
invertierbare mx m Matrix Danngilt RCA R

ff
Beweis RCA RIMA

B CHAT CHAT
AIME CBN

Fratiebar
VE CB

MIT

i
Iii

v BNy für ein ye IR

VE BN

Theorem 4.28 Sei Ae IR Ro in REF in.ie ir

das Resultat von Gauss Jordan auf A Die ersten



Zeilen von Ro bilden eine Basis von R A Folglich

gilt dim RCA r rank A

Beweis Ro MA also RCA RI Ro nach vorn
Lemma Eine Basis von R Rot kannabgelesenwerden

Roendet mit mir Nullzeiten d h die ersten Zeilen

spannen R Do bereits auf und sind linear unabhängig

jede Zeile hat eine private 1 bei der Stufe

erster Zeilen

Wegen dim A r dim RCA dim At
rake A rank AT

Theorem 4.29 Sei A eine mx n Matrix Dann gilt
rank A rank At

Spaltenrang Zeilenrang

YEII.TN A Exe IR Ax Ob



Ker A Kern

N A ist ein Unterraum von IR Beweisähnlich

wie bei A

Ro MA hilft wieder

Lemma 4.33 Sei A ER Meine invertierbare

mxm Matrix Danngilt N AI N If
Beweis

N A Ax 0 MAX MO

MITAFM
O MAX 0

fehlt e im EE N MA
Lectureplan

Bestimmung einer Basis von NCA N Ro NCR

Ronach Entfernung der m r Nullzeiten

Beispiel in RE R

Rx 0 kann wie folgt geschriebenwerden

E.EE EEE
I Q Q



Wähle die Werte der FreienVariablen Q beliebig
lies die Werteder Basisvariablere I ab

Basiserhalten wir als spezielleLösungen wähle für

Q die Standard Einheitsvektoren

ld.am

Allgemein Theorem 4.35 I hat r Spalten Q

rake n
hat nur Spalten Es gibt n r spezielle
Lösungen Q es ez sen r

d h dim Iff
n r n rank A

ren r n

Der Lösungsraum von Ax D



Def 4 39 Sol A b e IR Ax b

Für b 0 ist Sol A b kein Unterraum 0 ist

nicht drin

Theorem 4.40 Sei A eine min Matrix belRm

Sei irgendeine Lösung von Ax b Dann gilt
Sol A b tv ve N AI

Beweis

i Sei ye So A b Zu zeigen y EigSchreibe y E mit Av Aly
AffE

ii Seiy Eng
Zu zeigen ye So A b

Ay Alxtul b

Falls es eine Lösung gibt hat So A b

Dimension n r dim NCAll So A b ist

eine verschobene Kopie von N A

Falls r m Es gibt immer eine Lösung



Lemma 4.41 direkte Losing von Rox c

Funktioniert immer weil Ro keine Nullzeiten hat

Falls rem typischerweise keine Lösung

für fast alle be IR

A hat Dimension r m ist also ein

echter Unterraum von IR

L
be

Wann hat Ax b eine Lösung Gdw be A


